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Résumé des systemes fermés de dimension n
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Linéarisation des systemes fermés

x clf® X

e Etant donné un systéme dynamique fermé non linéaire & = F'(z), z € R", sa linéarisation
au voisinage d'un équilibre x* est

. OF; (%
p=Az, A=(5@))
c'est-a-dire que la matrice d'état est le Jacobien du systeme évalué en cet équilibre.

@ Les linéarisations du méme systéme en deux équilibres différents sont généralement
différentes. Exemple : -

&= (sin(xf)2 - x2> éJ

aux équilibres () et (7).
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Solution des systemes linéaires fermés : théorie

5 - _ .
deem : N =2 SA ﬁ'{__) C(séut): C: . (,u.

@ On peut toujours écrire A =S + N, ol S est semi-simple (diagonalisable sur C) et N est
nilpotente d’'ordre s.

@ Alors la solution z(t) de £ = Az est

ou :
o les éléments de e s’expriment en termes d’exponentielles, sinus et cosinus ;

o les éléments de ™! sont des polyndmes de degré maximal s.
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Solution des systemes linéaires fermés : pratique

Aprés un changement de coordonnées y = Bz, on transforme A en sa forme de Jordan :

Q = BAB™ ' = diag(Q1,...,Qx)

et
et = diag(tet, ey eQ’“‘t),

ou : \/(‘JCU&/' pxrorw- r

@ @it = Mt i )\, est un aut eur réel ; &—

Qit a;t [ cos(bjt) —sin(b;t) . . ‘,'{”
0 @it — oai (Sm(bit) cos(bit) ) si a; + jb; est un Mur complexe ;
—_—
@ ou bien... (voir la prochaine diapositive).
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Solution des systemes linéaires fermés : pratique

P/ ?,-J e //(uxm

0 Wit = it t C?‘. -0 P - P‘?

¢s—1

= - Por P
Bloc de Jordan — autovaleur réelle A\; Fr“‘ - P4 q )

JCit Poa - FPry
Qit _ teCit :¢)ec’3t _ et cos(b;it) —sin(bst)
: . . ’ sin(b;t)  cos(bst)
— )

s—1 . . .
(’;71>!eclt L. teCit elit

Bloc de Jordan — autovaleur complexe a;+3b;
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Implication pour la stabilité
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Stabilité d'un équilibre a partir de la linéarisation

@ Si toutes les valeur propres ont une partie réelle négative = I'équilibre est~ ~  --_

asymptotiquement stable. - SN
Exemple : N .
: < 0 1 ) . 6 ’

g .

=11 1

@ Si certaines valeur propres ont une partie réelle positive = I'équilibre est instable.

Exemple :
. (0 1

S

S

Ta ja/‘olqn b&j{
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Stabilité d'un équilibre a partir de la linéarisation

Cas; Sewmi- rt‘wrlf

@ Si toutes les valeur propres ont une partie réelle non positive et les valeur propres de partie
réelle nulle ne sont pas associées a un bloc de Jordan = équilibre stable mais non

asymptotiquement stable. \J
Exemple : \ \V
-1 1 )

Can wilpobenk =i ) AN

@ Si les valeur propres de partie réelle nulle sont associées a un bloc de Jordan = équilibre
instable, avec croissance polynomiale possible dans les modes neutres.

Exemple : ’
x (0. (E)
N P Y A W)
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n-dimensional open linear systems
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n-systemes ouverts et leur linéarisation

Considérons maintenant des systemes non linéaires avec entrées et sorties : wie)= u¥ 6'#?“
m=L=4 i = f(z,u), zeR" ueR™,
-—) SiSo "

— y =gz u), yeRl. &—

@ Pour une entrée constanteju = w*] un équilibre 2* du systeme () vérifie

fz*,u*) =0. ?(X) = '[

ci“lé‘ .
@ La linéarisation du systeme () en (z*,u*) est : / = (/\’ , u )
?A-(f ﬂ,lﬁv an & = Az + Bu, z e R ueR™,
A</R

ordre 4 y =Cz+Du, yeR,
Sortie Benr

/K,Cku
() () () 0-(3) Sk
J J J J DC/I
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Un exemple

Oucl'&l‘i('w‘f @ Considérons |'équation du pendule soumis a un couple
appliqué au pivot :

@ On suppose que la sortie mesurée est sin(6), par exemple a

|'aide d'un capteur Hall.
P SChf(ur

@ Le systeme entrée—sortie s'écrit donc :

r
. xI2
= <—sin(m1) — o +u> ’

y = sin(z).
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Un exemple

@ Pour u = u* = 0, le systéme possede deux équilibres :

ch*;:(S)» 2= (7). ?

@ Linéarisation en 27 :

(0 ) (O [ shlle

ilﬁs}GLI(
(Seac)
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]'DOJU‘ f s

('“("' ) X.(0) =

X 0)=86=T ,

Systemes ouverts linéaires comme opérateurs entrée—sortie

?aur cLofJW‘ Xy (0) pev”s l:-—> t oo X (6) =T
X% (@ —>o

NOuJ imposons U,z‘%‘c"f (Xi(o)) + '_}X,l{o)

- ',z . cos (™
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Solution d'un systeme ouvert linéaire

Considérons le systeme linéaire : /

La solution est donnée par :

() = 4 20) + M-I By(r)dr.  €—

0

Esquisse de preuve. En dérivant |'expression et en utilisant %(e“”) = Ae”t :

dz(t)
dt

— Ae*a(0) + / " AeACT) Bu(r)dr + Bult) = Az(t) + But). D
U —_ _
— ¢
At Ale-v
= Ale f(o)ﬂ“j.(, Bu (?)JZ]
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Réponse entrée—sortie d'un systéme ouvert

@ Considérons maintenant :

@ La sortie vaut :

y(t) = CeMz(0) + / CeA'" Bu(r) dr + D u(t).

@ Pour conditions initiales fixées, le systeme définit un opérateur :

u(-) = y()- ;
| ,‘\/\,\/\}‘J
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Propriétés des systemes ouverts linéaires
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Linéarité et invariance temporelle (LTI)

o Linéarité. Si z,(t),y, (t) sont la trajectoire d'état et la sortie pour

et 2,(t), y,(t) celles correspondant a

\\T —(2) z(0)=z5 ult

alors, par linéarité des opérations matricielles et de I'intégrale :

=
Il
[
%)
—
~
=

s z(t) =z, (1) +25(t),  y(t) =y, () +y,(t)
[ )

est la réponse associée a //I
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t’ A(L “)
Vo que x(t) = wizc) o

—

Lveaire g(q,u Lintacort alaas
[‘eafeore

A aicer e ua (e
céf(oux(o)) L'

(c{ Cou-\q‘ J’:oh{
initielle

—
’

4(" T) l
u(z)oaz +

=<, )(,(o) + C Xz(") o
¢ 4(* )

j u,(z)dzT
o

<%0t



Linéarité et invariance temporelle (LTI)
S: A, 7)/6 / D sonl ¢> Ml(’(\\‘(/
F

e Invariance temporelle. Si z(t),y(t) sont les réponses pour z(0) et I'entrée u(t), alors

Z(t+T),y(t + T) sont les réponses pour :

Sdobisa prov ekt o) =2(T), HH)=ut+T)., =)

"l 1”‘” ,.. rorl'r ¢ Novs avous /t+ﬂvsr€ Iﬂ Sdﬂt/‘t

avet g(o):X(T)/";(e':)tffc de T waibee; ‘c»rorc“u

@ Un systeéme satisfaisant ces deux propriétés est appelé systéme linéaire invariant dans le
temps (LTI).
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Invariance par changement de coordonnées

T

IN~

=z

@ Soit un changement de coordonnées|z = Tg,’avec T inversible. Dans le nouveau systeme
de coordonnées : ’

X

=TAT 'z +TBu,

[

y = CT 'z + Du.
@ L'opérateur entrée—sortie correspondant est :

t
y(t) = CT1eTAT "t 2(0) + / CT eTAT (=T By(7) dr + Du(t).
> 0

(

TAT — -t
C :TCAT”' [ 2(0):)_((0)

A. Franci - G. Drion - J. Brandoit - J. Vanderheyden



Invariance par changement de coordonnées

o Comme eTAT 't = TeAtT—1 ot T=12(0) = z(0), on obtient

, y(t) = Ce*'z(0) + / t CeAt=7) Bu(r) dr 4+ Du(t).
0

_

L'opeve by cnitvece _sord
we cL(H}(‘ pe?

-—)

@ Donc : le comportement entrée—sortie est invariant par changement de
coordonnées internes.
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Réponse en régime permanent

Soit £(0) = 0, et une entrée échelon unitaire : { ﬁ_’-
0, t<0, o ‘7&
u(t) =
1, t>0. 0 t(o
La sortie vaut alors : Q(t) =
= 4 ts0
/t AC=T) Bu(r) dr + Du(t) ctA(t )Bdr + D - -
t) = Ce**" ") Bu(r)dr + Du(t) = /e -7 T+
¥t 0 = - L Jo , cg=-t-7

o=t

t

= c/ e’ Bdo+D=C(A'e"B)| +D=CA"'eMB-CA'B+D.
0 o=0

()

On peut réécrire :

y(t)=CA'e*B + D-CA™'B, t>0.
e P transitoire L f(rbu se ;Lqi(‘cuqfcre

i a%y-
H] ‘th\c
e <




- a(t) =

SISO systems, their/impulse response, and convolution operators
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Systemes a une entrée et une sortie (SISO)

Dans la suite du cours, nous nous concentrerons sur les systemes LTI :

= Az + Bu, zecR" ueR",
y=Cz+Du, yeR,

avec un seul signal d’entrée et un seul signal de sortie, c'est-a-dire :

m=1l=11 wul)eR, y(t)cR.
A ——
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La fonction impulsionnelle

teo
@ On définit la fonction impulsionnelle approchée : E‘/‘ -) f&(z) dz
0, t<0 ° ) ?
) b [

! ‘ ¢ -1

p() =4 =, 0<t<e  avec v lim p.(t) = 6(t).
e e—0
0, t>¢

@ Comme dans la définition de I'intégrale de Riemann, si 0 < & < 1 et T'= Ne, alors pour
0<t<T:

u(t) ~ ipg(t — ke) u(ke) e. S({T— 'l-o )
k=0

L4
@ Lorsque ¢ — 0 et T'— o0, on obtient :

€

u(t) = /OOC 5t — 1) u(r) dr.
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Réponse impulsionnelle (1)

w(z)

o Par linéarité :

N t
y(t) = C’eAtQ(O) + Z u(ke) /] C’eA(t_T)BpE(T — ke)edr + Duf(t).
k=0 0 +

@ On introduit la réponse au pulse :

ﬁ(t) = /0 t CeAt"" By (1) edr, ’

c'est la sortie du systéme pour 2(0) = 0 et une impulsion courte u(t) = p.(t).

@ Lorsque € — 0, la réponse impulsionnelle devient :

t
h(t) = lim ha(t} / CeAT B §(r) dr = CeA B,
e— “0 )

——
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Réponse impulsionnelle (2)

@ Par invariance temporelle :

t
/ CeA'"Bp (1 — ke)edr = h.(t — ke).
0

@ On peut donc réécrire :
N

y(t) = Cex(0) + > he(t — ke) u(ke) + Du(t).
k=0
@ Dans la limite e — 0, T'= Ne — 00, on obtient :

/ h(t — 1) u(r) dr + Du(t)

régime permanent (5| u est stationnaire) u -_ \

\i

y(t) = 06‘”33

transn:one

J. Vanderheyden

A. Franci - G. Drion - J. Brandoit - J.



Réponse impulsionnelle et opérateurs de convolution

o La réponse impulsionnelle h(t), combinée a D, caractérise entierement le comportement
entrée—sortie du systeme LTI.

@ La sortie s'écrit :
y(t) = (h=u)(t) + Du(?),

ou I'opération de convolution causale est définie par
% o= [ fe-r)gtrydr /

fxg=gxf (commutative), fx(g+h)=fxg—+ fxh (distributive),

@ La convolution x est :

fx(g*xh)=(f*g)~h (associative),

ce qui a des implications majeures en analyse de systemes.
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Causalité et opérateurs de convolution causaux

@ Dans la définition :

e—0

h(t) = lim h.( / CeA'"TB§(r)dr = Ce?'B,

on suppose que le systéme est causal, c'est-a-dire :

rh(t) =0 pourt< O‘/

, /ht—T 7)dr + Du(t) = (h*u)(t) + Du(t). | =

@ Sous cette hypotheése :

@ Un systéme causal ne peut pas dépendre de valeurs futures de I'entrée.
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