TP9 : Transformée de Laplace

1 Concept

Série de Fourie . . . . . .
t et La série de Fourier est un outil mathématique qui permet de

- décomposer un signal périodique de période T en une somme

T W de signaux harmoniques de périodes multiples de 7.
]. s us
= + x(t) = T Z ek T

T_/,? keZ

/V\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/ Il s’agit donc d'une somme pondérée d’exponentielles

complexes (ie. cosinus et sinus) de périodes multiples de 7.
+ ... Les poids de chaque harmonique sont déterminés par les
coefficients de Fourier définis par :

T
&y = / a(t)e IFFL ke Z
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PROBMME Que faire si le signal n’est pas périodique ?

SOLUHDN On utilise la transformée de Fourier

Transformée de Fourier

+oo . 1 [t :
X (jw) = / x(t)e 7wt dt z(t) = o X (jw)e’“tdw

Pour que la transformée soit définie, il faut que I'intégrale existe :

+ . .
/ - 2(H)e It < oo On dit que z(t) est intégrable
o si cette condition est respectée.

PROBMME Que faire si le signal n’est pas intégrable? Comme par exemple : z(t)=t, t*, ...

SOLUTTON: TP

- On multiplie le signal z(t) par une exponentielle du type e~
- On obtient un nouveau signal : z(t)e™ "

- On calcule la transformée de Fourier de ce nouveau signal :
oo

o0
X(jw) = [a:(t)e_"t] e Iwtqt = [ a:(t)e_("+j“’)tdt
— 00 o
On note s = 0 + jw qui est défini comme une fréquence complexe et qui permet

d’introduire la transformée de Laplace.

i Résumeé | '

Transformée de Laplace Lo !
: Périodique ? .

X(s) = / w(t)e*dt i Série de Fourier 0 Intégrable ?

= ; i1 :

5 Transformée de Fourier NON

Transformée de Laplace !



1.1 Définitions

Pour un signal z(t), la transformée de Laplace est définie par :

(o9}

X(s) = / 2(t)e"tdt.
—0o

On note la décomposition de s en parties réelle et imaginaire s = o + jw.

Le signal z(t) est la transformée inverse de Laplace de X(s) telle que

1

T or

o+j00 1 0o .
/ X(s)etds = 2—/ X (o + jw)el i)ty
T J—c0

o—jo0

a(t)

Cette relation exprime le signal z(¢) comme une combinaison (infinie) de sinusoides exponentiellement
croissantes ou décroissantes [section 6.4-TXB théorie]. La transformée inverse est rarement évaluée en
intégrant sur le plan complexe. On essaye de se rapporter a des transformées connues en utilisant les
propriétés des transformées.

Remarque : L’argument indiqué comme variable de la transformée X (.) correspond a ’exposant
de I'exponentielle se trouvant dans I'intégrale :

- Pour la transformée de Fourier : X (jw) = [*0 z(t)e /“Id¢

- Pour la transformée de Laplace : X (s) = [*0_ z(t)e*'dt

Remarque 2 : On notera parfois la transformée de Laplace L(s) pour la différencier de la transformée
de Fourier, que ’on note aussi parfois F(jw).

1.2 Région de convergence

La région de convergence (Region Of Convergence en anglais, ROC) de la transformée de Laplace est

I’ensemble des valeurs complexes de la variable s pour lesquelles I'intégrale converge :

+o00
ROC, = {3 eC: / x(t)e stdt Converge}.

Comme indiqué dans la section la présence de I’exponentielle e~ permet la création d’un nou-

veau signal z(t)e” % permettant I'intégration. Cependant, il faut choisir correctement I'intervalle de
valeurs possibles pour o afin que I'intégrale soit bien définie. En effet, si 2(t)e™ ¢ présente un caractere
croissant infini, ce nouveau signal n’est pas intégrable.

Formellement, la ROC de la transformée de Laplace est I’ensemble des s tels que

400
/ z(t)e stdt 3

—00

i.e.

“+o00 o0
’/ x(t)e-stdt‘g/ ()] |e~"dt
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:/ 2(t)]etdt < +oo.
—0o0

z(t)||e""|dt

Seule la partie réelle a donc une influence sur la convergence ! La derniére inégalité représente la condi-
tion de convergence. Les bornes (resp. une des bornes) de l'intégrale deviennent (resp. devient) des
constantes (resp. une constante) lorsque le signal est borné sur un intervalle (resp. d’un coté).



Pour illustrer ce concept, on utilise la fonction échelon I(¢). En effet, il est important de préciser la
ROC quand on calcule la transformée de Laplace si 'on veut pouvoir réaliser I'opération inverse de

manieére univoque.

Pour z(t) = I(t),
la transformée de Laplace se calcule telle que :

X(s) = /oo I(t)e sdt

—00

(o@)
= / e Stdt
0

1
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La transformée de Laplace existe uniquement si
R(s) > 0 pour garantir la présence d’une exponen-
tielle décroissante.

En résumé,

x(t) = 1(t) = X(s) = 1

P

ROC={seC:0>0}.

Pour z(t) = —I(-t),
la transformée de Laplace se calcule telle que :

XXs)zw[%)—K—ik_“dt

0
/ (—1)e s'dt
1
s

La transformée de Laplace existe uniquement si
R(s) < 0 pour garantir la présence d’une exponen-
tielle décroissante.

En résumé,
a(t) = —1(~t) = X(s) = |,
ROC={seC:0<0}.

Dans beaucoup de situations, on peut facilement déduire la région de convergence :

1- Un signal de durée finie, i.e. il existe un intervalle [T, T»| contenant le support du signal z(t), un
intervalle de la droite réelle en dehors duquel le signal z(-) est identiquement nul. La condition
d’existence de la transformée de Laplace devient :

—0o0

/oo z(t)e stdt =

Ty
/ z(t)e stdt,

T1

qui est borné (existe) pour toutes les valeurs du plan complexe :

ROC = {s e C}

2- Un signal de support fini a gauche (i.e. défini sur un intervalle ([17, +o0[) et borné par e

At .

lz(t)] < K1eMt sur [T1, +o00] = L(s) existe si 0 > A

car si on repart de la définition de la ROC :

T
+o0o

—+o00
/ l2()]e~tdt < +o0

KieMte otdt < +o0.

Ty

Il faut que 0 — A1 > 0, i.e. 0 > A1 pour que la transformée de Laplace soit définie.

3- Un signal de support fini a droite (i.e. défini sur un intervalle (] — oco; T5]) et borné par e

Aot .

|z(t)] < Koe! sur | — oo, Th] = L(s) existe si o < Ag.

On peut reproduire la méme étude que celle faite au point 2.



Exemples :

- a1(t) = 1(t)e | a >0 <5 Xi(s) = 1o, R(s) > —a.
En effet, il suffit de repartir de la définition de la transformée de Laplace via 'intégrale :

+oo
X1(s) = / I(t)e~@+9)tqy

+oo
= [Tty
0
B 1

—(a+s)t]+o0
ey e,

_a+s

L’intégrale converge donc pour $(a + s) > 0 (car on impose la présence d'une exponentielle
décroissante sur 'intervalle ¢t > 0) = $(s) > —a comme annoncé. La ROC est donc le demi-plan

R(s) > —a.
w1 (t) S ROC

S~ 3}

t R

2- x9(t) = —1(=t)e ™, a >0 PR Xa(s) = SJ%G , R(s) < —a En effet, il suffit de repartir de la
définition de la transformée de Laplace via l'intégrale :

“+oo 0
Xo(s) :/ _l(—t)e_(“+s)tdt _ _/ o (a+s)t gy

— 1 [€*(a+8)t} 0

- —00

a+s

L’intégrale converge donc pour R(a + s) < 0 (car on impose la présence d’une exponentielle qui
tend vers 0 sur ¢ < 0) = R(s) < —a comme annoncé. La ROC est donc le demi-plan R(s) < —a.
On constate aussi qu’apparemment, les deux signaux possedent les mémes transformées mais ces
dernieres different par leur ROC.

o (t) ROC )

/

3- z3(t) = 1(t)eM? + 1(—t)e?2t avec A < Ag = ROC = {s € C: 0o €]A; N[}

R ROC
r3(t)

A A2

Notation et relation avec la transformée de Fourier :
L(z)(s) = [ x(t)e e ot = F(z(t)e ") ou L (resp. F) désigne la transformée de Laplace (resp.
Fourier). On en déduit que F(z(t)) existe si X (s) = L(z)(s) est telle que 0 = 0 € ROC,, i.e. la ROC,

inclut ’axe imaginaire .



1.3 Propriétés

Les propriétés des transformées de Laplace sont répertoriées en Annexes. Ces propriétés sont & com-
prendre et a savoir utiliser, mais pas a mémoriser.

Voici un résumé des plus utilisées : R est la ROC initiale (avant transformation) et, apres la virgule,
on note la ROC associée au signal transformé.

Il est a noter que dans le cas d’un signal composé, e.g. la somme de deux signaux x(t) = z1(t) +
x2(t) avec les transformées respectives Xi(s) et Xa(s), la ROC associée a la transformée X(s) est
I'intersection des ROCs associées a Xi(s) et Xa(s).

Décalage temporel/fréquentiel

tes ot —tg) <S5 s e 0X(s) | R
tes ee(t) 55 s X(s—s0) , R~ R(so)]

t s ellx(t) <i>sr—>X(5—jw) , R

Dualité multiplication/convolution

L y(t) = (21 % 22)(8) <5 s Y (s) = X1(5)Xa(s)

Différentiation et intégration

t— dx(t) <i>3b—>sX()
t»—>/ d7-<—>s+—> X()
ts —ta(t) £ swdﬁgs)

Notions clés

o Comprendre la différence entre série de Fourier, transformée de Fourier et transformée de Laplace.
o Maitriser le concept d’intégrabilité qui apparait avec la transformée de Laplace.

o Maitriser le concept de la région de convergence.

Calculer la région de convergence associée a une transformée.

Savoir utiliser les propriétés pour déterminer la transformée de Laplace.

1. "Décalage" de la ROC de sg sur l’axe réel. De maniére plus rigoureuse, s € Rsignal transformé Si (S — S0) € R.



2 Exercices résolus au tableau

Exercice 1 = Exercice 6.1 [TXB]

En utilisant les propriétés de la transformée de Laplace, trouver la transformée des signaux suivants
a partir de la transformée de I(t) et donner leur région de convergence.

(t)

(t) (dérivée de I'impulsion de Dirac)

S

b

¢t S o

(%)

—at| (1)

6—at|( )

f) cos(wot)I(t)

e~ cos(wot)I(t)

)
O
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)
)
)
d)
)
)
g)

Schéma de résolution : transformée de Laplace a partir des propriétés

1- Identifier une fonction élémentaire dont la transformée de Laplace est donnée
dans le tableau en Annexe. Ne pas oublier de préciser la ROC.

) ) 2- Identifier si la fonction élémentaire a subi une transformation ; dérivée, décalage
temporel

3- Utiliser les propriétés pour modifier la transformée de la fonction élémentaire sur

base du tableau donné en Annexe.

4- Préciser la ROC de la transformée.

Exercice 2 = Exercice 6.7 [TXB]
En appliquant la définition, calculer la transformée de Laplace du signal suivant :

o(t) = {e_ , sitel0,T],

0, site[0,T].

Schéma de résolution : calcul analytique de la transformée de Laplace

1- Formule de la transformée de Laplace
I

N\ z

i i 2- Remplacer z(t) par son expression analytique et en précisant les bornes d’inté-
gration.

3- Résoudre

Question supplémentaire : quelle est la ROC?

3 Exercices a faire
Exercice 3 = Exercice 6.2 [TXB]
Calculer la transformée de Laplace du signal

z(t) = e 2U(t) + et cos(3t)1(2).

et déterminer la région de convergence.



Schéma de résolution : transformée de Laplace a partir des propriétés
Utiliser le méme raisonnement que pour ’exercice 1 :

NP N 1- Signal élémentaire
,~ 2- Propriétés/transformations affectant le signal élémentaire

3- Calcul/résolution
4- Identification de la ROC

Exercice 4 = Exercice 6.4 [TXB]

Calculer la transformée de Laplace du signal représenté ci-dessous et déterminer la région de conver-
gence.

f(t)

4 Pour s’exercer

Exercice 5 = Janvier 2019 - Q3 [Online]
En reprenant ’exercice 5 du TP6 :

' .
1] @it) 1| flt) )

- ¥
.

(a) Calculer la transformée de Laplace de g(t)

(b) Déduire la transformée de Laplace de la fonction f(¢) en se basant sur g(t) et la relation obtenue
précédemment. (ne pas calculer d’intégrale!)

(c) Calculer le produit de convolution de f(t) et h(t) a aide des transformées de Laplace.

Exercice 6
Regardez la vidéo https://www.youtube.com/watch?v=Z2GPtPkTft8g

Exercice 7
Supposons que f(t) = (1 —cost)l(t) et g(t) = exp (—t) f(t)
(a) Montrer que L{f}(s) = m

(b) En déduire que
(s—1)°

L{exp (t) ¢"} = @)


https://www.youtube.com/watch?v=ZGPtPkTft8g

Exercice 8
Trouver la transformée de Laplace inverse des signaux causaux suivants :

i>f:m

(52

ii) f
111)f—m
) f=

iv e 65+13

Exercice 9
On considére une tension électrique causale e(t) définie sur R par e(t) = 4(I(t) — I(t — 2)) (pulse
électrique).

(a) On note F la transformée de Laplace de e. Calculer E.

(b) L’étude d’un circuit électrique conduit & étudier la tension de sortie s reliée a la tension d’entrée
e par la relation : 45'(t) +s = e avec s(0) = 0. On admet que s admet une transformée de Laplace
notée S. Démontrer que

(1 —exp(—2s))

S(s) = S(S+%)

(c) Décomposer en fractions simples
1

s(s+ i)

(d) Déterminer la transformée de Laplace inverse des fonctions suivantes :

1 exp(—2s) 1 exp (—2s)
s’ s s+1 s+ 3
(e) En déduire s(t)
(f) Vérifier que
0 <0
s(t) = 4—4exp(‘f) ,0<t <2

4(exp0.5 — L)exp () ,2<¢t

5 Sources supplémentaires

Vous trouverez des informations plus détaillées sur les démonstrations des propriétés des transformées
ou la définition de la région de convergence chapitre 6 [TXB-théorie] :

- section 6.5 : région de convergence

- section 6.7 : dualité produit-convolution

Voici également quelques liens intéressants sur les transformées de Laplace :
https://www.youtube.com/watch?v=ZGPtPkT{t8g
http://www.sharetechnote.com/html/EngMath_LaplaceTransform.html
http://fourier.eng.hmc.edu/el102/lectures/Laplace_Transform/nodel.html


https://www.youtube.com/watch?v=ZGPtPkTft8g
http://www.sharetechnote.com/html/EngMath_LaplaceTransform.html
http://fourier.eng.hmc.edu/e102/lectures/Laplace_Transform/node1.html

	TP9 : Transformée de Laplace
	Concept
	Définitions
	Région de convergence
	Propriétés

	Exercices résolus au tableau
	Exercices à faire
	Pour s'exercer
	Sources supplémentaires


